Blatt 1 Aufgabe 1la

Vergleiche mit der allgemeinen Herleitung der Samuelson-Bedingung.
Letztlich ist es nur ein Einsetzen der expliziten funktionalen
Zusammenhéange! Einfach mal daneben legen!

Man maximiert den Nutzen von A:

MA()CA,G) = XA G2
unter der Nebenbedingung, dass sich der Nutzen von B nicht dndert

MB()CB,G) = XB " G2 == IZB

(@ ist eine feste Zahl!)



und der allgemeinen Ressourcenbeschriankung:

ya =yp =y = 1= Es gibtalso ein Gesamteinkommen von y4 +yp = 2. Dieses
wird fiir x4, xg und G ausgeben, wobei G eine Einheit (¢ = 1) von x kostet.
Die Budgetbeschrakung lautet dann:

xa+xp+G=2

Das Maximierungsproblem ergibt sich dann zu

maxxAG2 NBl:xBGzzﬁB NB2: xpa+xp+G=2

und die Lagrangfunktion zu

L(xa,x5,G, U, A) = x4 G? +;,L(xBG2 —ip)+A(2—x4 —xp—G)



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung
von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

L

_— = 2— = 2:
=0 —i=0= G2 =2 (1)
&L_ 2 _ 2 _
S =HG-A=0= ey 2)
JdL
% = ZXAG+ ‘LLZXBG —-A=0= ZXAG+ ZHXBG =2 (3)

Die Ableitungen nach p und A und “Nullsetzen* ergeben natiirlich einfach
wieder nur die beiden Nebenbedingungen NB1 und NB2:

NB1:x3G*=iig NB2:2=x4+x3+G



Es geht wieder darum aus dem Gleichungssystem A und p zu eliminieren.
Aus (1) haben wir schon G*> = A
Teilen von (1):(2) liefert

Einsetzen von tt =1 und A = G? in (3) liefert
264G +2x3G = G* = 2(xa +x3) = G (5)
Vgl. mit dem direkten Einsetzen in die allgemeine Samuelsonbedingung!

d d
TIZ} % . ZXAG ZXBG _

=C
Jduy dup G2 G2
oxs dxp

1 (6)




(5) und die Ressourcenbeschrankung

2(xa+x3) =G=2—-G=x4+xp

2=xa4+x3+G=2—G=x4+xp

ergeben dann

22-G)=G=>4-26=G=4=3G=G"



Blatt 1 Aufgabe 1b

Was andert sich im Optimierungsansatz? A schaut nur auf sein eigenes
Budget y4 = 1,welches er fiir seinen Anteil an der Finanzierung G4 am
offentlichen Gut und das private Gut x4 ausgibt = x4 + G4 = 1.Das
Nutzeenniveau von B interessiert jetzt nicht mehr, aber A geht davon aus,
dass B eine feste Menge Gp des 6ffentlichen Gutes finanziert. Das bedeutet,
dass A die Menge von G = G4 + Gp konsumieren kann, denn die jeweils
finanzierten Mengen G4 und Gp kdnnen gleichzeitig (nicht AusschlieBbarkeit,
nicht Rivalitdt im Konsum) auch durch das jeweils andere Indivuum genutzt
werden. Das individuelle Maximierungsproblem ergibt sich damit zu

maxxA(GA —‘y-G}_!;)2 NB:xs+Gy=1
und die Lagrangefunktion zu
L(XA,GA,A) :xA(GA —I—GB)2 —i—l(l — XA — GA)

Beachten Sie, dass fiir A die Menge Gp eine feste Zahl ist! Vgl. Spieltheorie:
Ich optimiere mein Verhalten, gegeben das Verhalten der anderen!



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

JL
TZ(GA—FGB)Z—AZ()# (GA-FGB)ZZA (7)
XA
oL
%:ZXA(GA—I-GB)—l:Oi ZXA(GA+G3)=)L (8)

und der Ressourcenbeschrankung

XA+Ga=1=x4=1—-Gy (9)



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

24 =2(1—=Gy) =2—2G4 = Go+ Gp = 2 =3G4+ G =
1
3Gy :Z—GB:>GA(GB) = g(z_GB)

Dies ist die sogenannte Reaktionsfunktion von A, gegeben die von B
bereitgestellte Menge Gp.

Ga(Ga) = %(2— G)

Dies ist der gleiche Formalismus wie beim Cournotwettbewerb, den Sie in
Mikro kennengelernt haben, wenn zwei Anbieter sich einen Markt aufteilen
und jeweils den eigenen Gewinn maximieren, gegeben die Menge des anderen.



Da B die gleiche Nutzenfunktion ug = x3G? und das gleiche Budget yz =1
hat, l3uft der Optimierungsprozess fiir B identisch ab. Fiir die Bestimmung
der Reaktionsfunktion von B miissen wir damit nur die Indices A und B
vertauschen! Reaktionsfunktion B

Gi(Ga) = %(2 Gy



Da beide Individuen sich gleichzeitig nutzenmaximierend verhalten, und sie
sich gem3aB ihrer Reaktionsfunktionen verhalten, ist damit folgendes lineares
Gleichungssystem in den Variablen G4 und Gp zu |6sen:

Gy = %(2—@;) (10)

Gy = 52— Ga) (1)

Dies kdnnen Sie liber das Einsetzungsverfahren, das GauBsche
Eliminationsverfahren oder die Cramersche Regel, was Sie alles aus der
Schule und aus der Wirtschaftsmathematik kennen, 16sen:



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1 1 1 1 1 1



Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird 11 3
G =GI+Gf=-4+-=1<>=G*
AT 0 2 2 <1

unter egoistischer Nutzenmaximierung Gt = 1 weniger des 6ffentlichen
Gutes bereitgestellt, als die pareto-effiziente Menge G* = %.

Die pareto-effiziente Menge kdnnte z.B. iiber die Besteuerung der Individuen
oder eine direkte Verpflichtung zur Finanzierung des o6ffentlichen Gutes
erreicht werden.
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L

_ = 2_ —
o G"—1=0



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung
von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

L

_— = 2— = 2:
. =G A =0= G2=2 (1)



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung

von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

o
dxs
oL

_ = 2— =
e G —A1=0

G- L=0= G*=1

(1)



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung

von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

o
dxs
oL

_— = 2— = 2:
e G —-1=0= uG* =21

G- L=0= G*=1



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung

von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

L

—=G*-A=0=> G*=1
0xx
L, _ 2 _

JdL
% = ZXAG—F‘LLZXBG—A =0



Als partielle Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzes fiir die Maximierung
von L erhdlt man (Bitte erst einmal selber versuchen!!!)

L

_— = 2— = 2:
G =G A=0= G*=1 (1)
aL_ 2 _ 2 __
S uG =0~ UG =2 2)
JdL
— =2x4G+ u2xpG — A=0= 2x4G+ 2uxpG = A (3)

aG
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Jus  dug
9G | 9G _ .
duy  dug

oxs dxp
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dass B eine feste Menge Gp des 6ffentlichen Gutes finanziert. Das bedeutet,
dass A die Menge von G = G4 + Gp konsumieren kann, denn die jeweils
finanzierten Mengen G4 und Gp kdnnen gleichzeitig (nicht AusschlieBbarkeit,
nicht Rivalitdt im Konsum) auch durch das jeweils andere Indivuum genutzt
werden. Das individuelle Maximierungsproblem ergibt sich damit zu

maxxA(GA —‘y-G}_!;)2 NB:xs+Gy=1
und die Lagrangefunktion zu
L(XA,GA,A) :xA(GA —I—GB)2 —i—l(l — XA — GA)

Beachten Sie, dass fiir A die Menge Gp eine feste Zahl ist! Vgl. Spieltheorie:
Ich optimiere mein Verhalten, gegeben das Verhalten der anderen!



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

oL )
E—(GA—FGB) —A=0



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

IL
5r, —(Ga+Gp)’ =2 =0=  (Ga+Gp)’ =4 (7)



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

IL
5r, —(Ga+Gp)’ =2 =0=  (Ga+Gp)’ =4 (7)

dL

%:2XA(GA+G3)—A =0



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

JL
7=(GA+GB)2—AZO:> (GA-FGB)ZZA (7)
aXA
oL
ZZXA(GA—l-GB)—l:O# ZXA(GA+G3)=)L (8)

G



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

JL
TZ(GA—FGB)Z—AZ()# (GA-FGB)ZZA (7)
XA
oL
%:ZXA(GA—I-GB)—l:Oi ZXA(GA+G3)=)L (8)

und der Ressourcenbeschrankung



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

JL
TZ(GA—FGB)Z—AZ()# (GA-FGB)ZZA (7)
XA
oL
%:ZXA(GA—I-GB)—l:Oi ZXA(GA+G3)=)L (8)

und der Ressourcenbeschrankung

x2+Gi=1=>



Die Optimierung lauft wieder iiber das Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

JL
TZ(GA—FGB)Z—AZ()# (GA-FGB)ZZA (7)
XA
oL
%:ZXA(GA—I-GB)—l:Oi ZXA(GA+G3)=)L (8)

und der Ressourcenbeschrankung

XA+Ga=1=x4=1—-Gy (9)



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—_— = 1=
ZXA(GA—i-GB)



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

2XA = 2(1 —GA) =



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

2XA:2(1—GA) =2-2G4, =G4+ G =



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA<GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

24 =2(1—Gp) =2—2Gr = G4 +Gp=2=3G4+Gp =



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA<GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

24 =2(1—Gp) =2—2Gr = G4 +Gp=2=3G4+Gp =

3G4=2—-Gp=



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA<GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

24 =2(1—Gp) =2—2Gr = G4 +Gp=2=3G4+Gp =

1
3G4=2—-Gp= GA(GB) = g(z_GB)



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann
2x4 =2(1—=Ga) =2—-2G4 =G4+ Gp=2=3G4+Gp =
1
3G4=2—-Gp= GA(GB) = g(z_GB)

Dies ist die sogenannte Reaktionsfunktion von A, gegeben die von B
bereitgestellte Menge Gp.



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann
2x4 =2(1—=Ga) =2—-2G4 =G4+ Gp=2=3G4+Gp =
1
3G4=2—-Gp= GA(GB) = g(z_GB)

Dies ist die sogenannte Reaktionsfunktion von A, gegeben die von B
bereitgestellte Menge Gp.

Ga(Ga) = %(2— G)



Wieder teilen wir (7):(8) und erhalten:

(Ga+Gp)*

—————=1=>2x4 =G4+ G
ZXA(GA+GB) A A B

Einsetzen der Ressourcenbeschrankung (9) liefert dann

24 =2(1—=Gy) =2—2G4 = Go+ Gp = 2 =3G4+ G =
1
3Gy :Z—GB:>GA(GB) = g(z_GB)

Dies ist die sogenannte Reaktionsfunktion von A, gegeben die von B
bereitgestellte Menge Gp.

Ga(Ga) = %(2— G)

Dies ist der gleiche Formalismus wie beim Cournotwettbewerb, den Sie in
Mikro kennengelernt haben, wenn zwei Anbieter sich einen Markt aufteilen
und jeweils den eigenen Gewinn maximieren, gegeben die Menge des anderen.



Da B die gleiche Nutzenfunktion uz = x3G* und



Da B die gleiche Nutzenfunktion ug = x3G? und das gleiche Budget yz =1
hat, l13uft der Optimierungsprozess fiir B identisch ab.



Da B die gleiche Nutzenfunktion ug = x3G? und das gleiche Budget yz =1
hat, l3uft der Optimierungsprozess fiir B identisch ab. Fiir die Bestimmung
der Reaktionsfunktion von B miissen wir damit nur die Indices A und B

vertauschen!



Da B die gleiche Nutzenfunktion ug = x3G? und das gleiche Budget yz =1
hat, l3uft der Optimierungsprozess fiir B identisch ab. Fiir die Bestimmung
der Reaktionsfunktion von B miissen wir damit nur die Indices A und B
vertauschen! Reaktionsfunktion B

Gi(Ga) = %(2 Gy



Da beide Individuen sich gleichzeitig nutzenmaximierend verhalten,



Da beide Individuen sich gleichzeitig nutzenmaximierend verhalten, und sie
sich gem3aB ihrer Reaktionsfunktionen verhalten, ist damit folgendes lineares
Gleichungssystem zu |6sen:



Da beide Individuen sich gleichzeitig nutzenmaximierend verhalten, und sie
sich gem3aB ihrer Reaktionsfunktionen verhalten, ist damit folgendes lineares
Gleichungssystem zu |6sen:

Gy = %(2—@;) (10)

Gy = 52— G) (1)



Da beide Individuen sich gleichzeitig nutzenmaximierend verhalten, und sie
sich gem3aB ihrer Reaktionsfunktionen verhalten, ist damit folgendes lineares
Gleichungssystem zu |6sen:

Gy = %(2—@;) (10)

Gy = 52— G) (1)

Dies kdnnen Sie liber das Einsetzungsverfahren, das GauBsche
Eliminationsverfahren oder die Cramersche Regel, was Sie alles aus der
Schule und aus der Wirtschaftsmathematik kennen, 16sen:



Einsetzungsverfahren:

1
GA = g(z—GB) =



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(-G =52~ 52-Ga) =



Einsetzungsverfahren:

1

GA3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>



Einsetzungsverfahren:

1

GA3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1
2—-3Gy = g(Z—GA) =



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1
2—3GA:§(2—GA):>6—9GA:2—GA:>



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1
Gy = ;(2-G}) =



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1 1 1
G§:§(2—GX):§(2—§>:



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1 1 1 1
G§:§(2—Gj):§(2—§):§:>



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1 1 1 1 1 1



Einsetzungsverfahren:

1

Gy 3

(2—Gp) = %(2—%(2—GA))=>SGA:2—%(2—GA):>

1 1
2—3GA:g(Z—GA):>6—9GA:2—GA:>4:8GA:>G+:§

1 1 1 1 1 1
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Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird 11
+ _ ot +_ Z =1
G G, +G 2+2



Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird 11 3
t=-GF - 1 1< =G
G G, +G 2+2 <4



Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird L1 3
G =GI+Gf=-4+-=1<>=G*
ATOA=575 <1

unter egoistischer Nutzenmaximierung Gt = 1 weniger des 6ffentlichen
Gutes bereitgestellt,
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Damit wird L1 3
G =GI+Gf=-4+-=1<>=G*
AT 0 2 2 <1

unter egoistischer Nutzenmaximierung Gt = 1 weniger des 6ffentlichen
Gutes bereitgestellt, als die pareto-effiziente Menge G* = %.



Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird 11 3
G =GI+Gf=-4+-=1<>=G*
AT 0 2 2 <1

unter egoistischer Nutzenmaximierung Gt = 1 weniger des 6ffentlichen
Gutes bereitgestellt, als die pareto-effiziente Menge G* = %.
Die pareto-effiziente Menge kdnnte z.B. iiber die Besteuerung der Individuen



Blatt 1 Aufgabe 1c

Damit wird 11 3
G =GI+Gf=-4+-=1<>=G*
AT 0 2 2 <1

unter egoistischer Nutzenmaximierung Gt = 1 weniger des 6ffentlichen
Gutes bereitgestellt, als die pareto-effiziente Menge G* = %.

Die pareto-effiziente Menge kdnnte z.B. iiber die Besteuerung der Individuen
oder eine direkte Verpflichtung zur Finanzierung des o6ffentlichen Gutes
erreicht werden.



	Blatt1_OF_WiSe2021_A1_lsg_handout
	Blatt1_OF_WiSe2021_A1_lsg

